Théoreme de Bohr-Mollerup

n® n!

Lemme — Vz > 0, ['(z) = nl_lﬁloo r(z+1)...(x+n)

DEMONSTRATION
Soit z > 0. Pour tout n € N*, on pose

foit— { (1= 5)" st €]0in]

0 sit>n

Soit ¢ > 0.

(=5) oo (om(=3)) = (e[ G)])
l——) =exp|nln{l—--— =exp(n|——+4+o|—
n n n n
= exp(—t+0o(1)) - e’
D’ou
Vt >0, lim f,(t)=t""1e "

n—-+0o0o

t n
De plus V¢ > 0, Vn > t, t** (1 — 5) < t*'e7" intégrable.

D’apres le théoreme de convergence dominée
+00

+oo
lim Jn(t) dt = / t" et dt =T'(x).
0

n—-+40o 0
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Soit n € N*.

+oo n t n
fo(t) dt = / 1 (1 — —) dt
0 0 n
1
= / (nu)* (1 — u)™ n du par le changement de variables u = nt
-
= n””/ u” (1 — )" du
0

1
=n" I,(z) en notant I,,(x) = / u” (1 —u)" du.
0

Soitn € N*.
1
I(x) = / w1 —u)" du
0

[u”(l — u)”} ! /1 —u®n(l—u)"? . .
=|—] — du par intégration par parties
x 0 0 x

n
= E nfl(.’L’ + 1)

B nn—1)...1
Cx(z+1) . (r+n—1)

Iy(x + n) par récurrence immédiate

n' ! z+n71d
_x(x—i-l)...(m—i—n—l)/ou "
n!
Ca(z+ ). (r+n)

Donc

n® n!
T = [ )

Théoreme
Soit f : R™ — R logarithmiquement convexe telle que f(1) = 1 vérifiant
I’équation fonctionnelle

Ve >0, flz+1) =z f(z).

Alors
f=rT.
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DEMONSTRATION
Existence On montre que I' respecte ces hypotheses.

I" vérifie immédiatement I’ équation fonctionnelle et I'(1) = 1.

Comme I est de classe C?, Ino I est deux fois dérivable et on utilise la ca-
ractérisation des fonctions convexes.

Soit x > 0. . )
" F/ F// P _ (F/>
Alors par théoreme de dérivation sous le signe intégrale,
“+oo
I(z)? = (/ In(t) t*te dt>
0
+00 2
- ( / (m(t) t%e—tﬂ) : (t%e—tﬂ) dt)
0
+oo +00
< ( / In(t)* t" e dt) ( / tle dt)
0 0

par théoréme de Cauchy-Schwarz car ces fonctions sont bien dans L?
<IM(x) - T(x).

2

Ainsi on a bien Vx > 0, (111 o F)H(x) > 0, ce qui est suffisant pour conclure.

Unicité Soit f : R™ — R**,
On pose g = Ino f convexe. Soit x €]0; 1].

D’apres I’inégalité des 3 pentes, pour tout n € N*,

g(n+1)—g(n)<g(n+1~|—az)—g(n~|—1)<g(n~|—2)—g(n+1)
n+l—-n — n+l+z—(m+1) = n+2—-(n+1) °

Org(n+1)=1In(f(n+1)) =In(n f(n)) = In(n) + g(n) d’apres I’équation
fonctionnelle.

Donc

1 f(n+1+x)
In(n) < —In (W

<1 1
" ) n(n+1)
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soit Fnt1 4 )
n <W<(n+l).

D’apres 1’équation fonctionnelle,

0t (n+x)...(1+z)x f(x)

soit

,’,Ll'

n! 1\* n® n!
Gr) e @S <1+E> @+1).. (z+1z

On passe a la limite n — +o00

L’équation fonctionnelle implique que f = I" sur R**,
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